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Tujuan

* Interpolasi berguna untuk menaksir harga-harga
tengah antara titik data yang sudah tepat.

* Interpolasi mempunyai orde atau derajat.

Interpolation Extrapolation



Macam Interpolasi

Interpolasi Beda Terbagi Newton

\

‘ Interpolasi Lagrange

[

Interpolasi Spline



Interpolasi Beda Terbagi Newton

*Interpolasi Linier

Derajat/orde 1 — memerlukan 2 titik
F(x) Berapa f(x = 1,325) = ?
Memerlukan 2 titik awal :

415 x=1
7.6 X=2
9.8
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Interpolasi Beda Terbagi Newton

*Interpolasi Kuadratik
Derajat/orde 2 — memerlukan 3 titik
x=1->f(x=1)=....
x=2->f(x=2)=.... - f(x=1,325)="?
x=3->f(x=3)=....




Interpolasi Beda Terbagi Newton

* Interpolasi Kubik

Derajat/orde 3 — memerlukan 4 titik

* Interpolasi derajat/orde ke-n

— memerlukan n+1 titik

» “Semakin tinggi orde yang digunakan untuk interpolasi
hasilnya akan semakin baik (teliti).”



Polynomial degree = 1

Polynomial degree = 3
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Interpolasi Linier - cara: menghubungkan

2 titik dengan sebuah
M ix) garis lurus

fix) * Pendekatan formulasi

interpolasi linier sama
dengan persamaan
garis lurus.

filx)

.a". Xy ) -

[ -Rey) _fx)-fey)
(% -%,) (%, -%,)
fx, ) - 1, )
(%,-%)

zehingga fl (15{} = f(:ic‘;u} +

(X - %)




Interpolasi Linier

* Prosentase kesalahan pola interpolasi linier :




Contoh : Interpolasi Linier (1)

e Diketahui suatu nilai tabel distribusi ‘Student t’
sebagai berikut :

t-% = 2,015
t,s%=2,571
Berapat,% =7



Contoh : Interpolasi Linier (1)

* Penyelesaian
X, =5 2 f(x,) = 2,015
X, =2,5-2 f(x,) =2,571
x=4-2>f(x)="
Dilakukan pendekatan dengan orde 1:

FL () = Flxg) + T =F0) )

(X1 _Xo)
- 2,015+ (25 7215‘_25'3015) (4 - 5)

=2,2374 =~ 2,237



Contoh : Interpolasi Linier (2)

* Diketahui:
log 3=0,4771213
log 5 =0,698700
* Harga sebenarnya:
log (4,5) = 0,6532125 (kalkulator).
* Harga yang dihitung dengan interpolasi:
log (4,5) = 0,6435078

0,64350/8 - 0,6532125
0,6532125

+*100%| = 1,49%

&y =




Interpolasi Linier

* Pendekatan interpolasi dengan derajat 1,
pada kenyataannya sama dengan mendekati
suatu harga tertentu melalui garis lurus.

* Untuk memperbaiki kondisi tersebut
dilakukan sebuah interpolasi dengan
membuat garis yang menghubungkan titik
yaitu melalui orde 2, orde 3, orde 4, dst,
yang sering juga disebut interpolasi

kuadratik, kubik, dst.



Interpolasi Kuadratik

* Interpolasi orde 2 sering disebut sebagai interpolasi
kuadratik, memerlukan 3 titik data.

* Bentuk polinomial orde ini adalah :
fo(x) = ag+ ax + a,x?
dengan mengambil:
ay = by — byx, + byxX,
a, = b, —b,x, + b,x,

d, =D,



Interpolasi Kuadratik

*Sehingga
f,(x) = by + by(x-%,) + b, (x-%g)(x-X,)
N o JERN y

~
Pendekatan dengan Pendekatan dengan
garis linier kelengkungan

dengan b, = f(x,)

b, f(ZQ)—f();o) S flxy, x|
)= Flx,) o) = Flxo)
b, = (%, - x,) (X = X,) S flx,, x,, %]

(Xz - Xo)



b,

Interpolasi Kubik

* f5(X) = by + by(X-X) + b, (X-%) (X-%;) + b3(x-Xq)(X-X{)(X-X,)

dengan:
=f(x0)
:f(z(l)_f()EO)_)f[Xl %, ]
- o) Flxs) Flx,)— Flx)
Mex - Xl | e-x)  a-xo) g
(Xz_xo) (Xz_xo) 2R

x5, x5, X 1= FX5, X1, X ]

) (%5 = Xo)




Interpolasi Beda Terbagi Newton

*Secara umum:
f (x) = by + by(x-x,)
f,(x) = by + by(x-%5) + b, (x-Xg)(x-X;)
f3(x) = by + by(x-%,) + b, (x-xg)(x-x,) +
05(X-Xg) (XX ) (X-X,)

;‘;(x) = by + b(x-X,) + b, (X-xg)(x-x) +
b, (X-Xo)(X-X{)(X-X,) + ... +
b (X-X{)(X-X5)...(X-X, )



Interpolasi Beda Terbagi Newton

Dengan:

* by = (%)

*b, = f[xy, ]
*b, = f[x,, X4, X,]

*b, =X, X1, Xp0 « - %]



Contoh : Interpolasi Beda Terbagi Newton

* Hitung nilai tabel distribusi ‘Student t” pada derajat
bebas dengan a = 4%, jika diketahui:

tiow = 1,476 t,54,=2,571
te,, = 2,015 t,, =3,365
dengan interpolasi Newton orde 2 dan orde 3!



Contoh : Interpolasi Beda Terbagi Newton

Penyelesaian:
Interpolasi Newton Orde 2: = butuh 3 titik

*Xy=5 f(xg) = 2,015
X, =2,5 f(x,) =2,571
X, =1 f(x,) = 3,365

e by = f(x,) = 2,015

flx,)-f(x,) _2,571-2,015

by = (x; — x,) 25-5 ~0,222
Flx) = Flx;) _ Fxy) = Flxo)
b, = (>, - x,) (X, = Xo)
(Xz _Xo)
3,365-2,571 2,571-2,015
_ 1-25 25-5__ _0077

1-5



Contoh : Interpolasi Beda Terbagi Newton

*f,(x) = by + by(x-Xg) + b,(X-Xg)(X-X,)
= 2,015 + (-0,222) (4-5) +
0,077 (4-5)(4-2,5)
=2,121



Contoh : Interpolasi Beda Terbagi Newton

Interpolasi Newton Orde 3: = butuh 4 titik

*Xog=5 f(xg) = 2,015
X, =2,5 f(x,) = 2,571
X, =1 f(x,) = 3,365

X3 = 10 f(x3) = 1,476



Contoh : Interpolasi Beda Terbagi Newton

*b, = f(x,) = 2,015
b, =-0,222 — f[x,,X,]
b, =0,077 — f[x,,X,,%,]

1,476 - 3,365 3,365-2,571
10-1  1-25
10-2,5

10 -5

-0,077
b; =

 0,043-0,077
5
= —0,007




Contoh : Interpolasi Beda Terbagi Newton

*f5(x) = by + by(x-Xg) + b, (x-%) (x-x;) +
b5 (X-Xg) (X-X{)(X-X,)
= 2,015 + (-0,222)(4-5) +
0,077 (4-5)(4-2,5) +
(-0,007)(4-5)(4-2,5)(4-1)
=2,015+0,222 + 0,1155 + 0,0315
= 2,153



Kesalahan Interpolasi Beda Terbagi Newton

'R, = | fIX,,11,% X, 150 X0 ] (X=Xg) (%=X )... (XX, ) |
*Menghitung R,

Perlu 3 titik (karena ada x )

R, = If[XZlelXO] (x'xo)(x'x1) I
*Menghitung R,

Perlu 4 titik sebagai harga awal

R, = [ £1X3,%5,%3, %] (%-Xg) (%= ) (x-x,) |



Contoh : Kesalahan Interpolasi Beda
Terbagi Newton

* Berdasarkan contoh diatas:
R, = |f[X2;X1;Xo](X'Xo)(X'X1) |
= |0.077 (4-5)(4-2.5) |
=0.1155
R, = |f[X3,X2,X1,XO](X-XO)(X-Xl)(X-XZ) |
= |-0.007 (4-5)(4-2.5)(4-1) |
=0.0315



Interpolasi Lagrange

* Interpolasi Lagrange pada dasarnya dilakukan untuk
menghindari perhitungan dari differensiasi terbagi
hingga (Interpolasi Newton)

* Rumus:

dengan




Interpolasi Lagrange

* Pendekatan orde ke-1
fi(x) = Ly(x)f(x,) + Ly(x)f(x,)

— L1(X): —

L (x) =
O(X) Xo — X4 X1 — Xo

o) = 22 ) X0 ()
0 1 1 0



Interpolasi Lagrange

* Pendekatan orde ke-2
f,(x) = Ly(x)f(x,) + Ly (x)f(x;) + L,y (x)f(x,)

X —X X —X X —X X —X

L, (X): : 2 L, (X): - -
n-=2 n=2
J#1

J#i
X —X X —X
L, (X): ° :
n-2
J#i

2 [ (s o (225 £




Interpolasi Lagrange

* Pendekatan orde ke-3
fa(x) = Lo(x)f(xg) + Ly(x)f(x,) + Ly(x)f(x,) + Ly(x)f(x3)

fz(x):(x—xl Lx—xz (X_XB ]f(xo){x_xo SAES

X
[X—Xoj x—xlj X — Xs jf(x)+(x—xo X — X, (x— ,

2 3
Xy =Xo N\ X2 =Xy \Xo = X5 X3 = Xo N\ X3 = X1 \ X3 = X;



Contoh : Interpolasi Lagrange

* Berapa nilai distribusi t pada o =4 %?
oa=25% —> Xg = 2,5 — f(xy) = 2,571
a=5% —>X; =5 — f(x;) = 2,015
o=10% — X, =10 — f(x,) = 1,476



Contoh : Interpolasi Lagrange

* Penyelesaian

* Pendekatan orde ke-1
fi(x) = Ly(x)f(xg) + Ly(x)f(x,)

i) = 2 o)+ 220 ()
0 1 1 0

:[ 4-5 j(2,571)+(:‘§'§j(2,015)

2,5-5 ,
= 2,237




Contoh : Interpolasi Lagrange

* Pendekatan orde ke-2
f,(x) = Lo(x)f(xo) + Ly (x)f(x,) + Ly(x)f(x,)

(o (e e (2 e

(A5 Y 4210 Yo o0qy (4-25Y4-10)5 415y (425 ) 4-5 ) 4o
25-5)25-10 5-2,5)5-10 10-2,5)\10-5
= 2,214




Interpolasi Spline

* Metode numeric yang dapat digunakan
untuk pencarian interpolasi.

*Interpolasi spline merupakan polinom
sepotong-potong.



Interpolasi Spline linear

* Menghubungkan titik-titik data yang berdekatan dengan sebuah garis
lurus.

f(Xiv1)—f(x;)
« fi(x) = fo) + Pl (x — ) X; < x < Xjpq

Xi+1 =Xi




Contoh :diberikan table berisi 5 himpunan

data algoritma natural

e Cari nilai interpolasisaat x=[1.11 1.22 1.33 1.44

i x| F)

o B WDN =

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

0.0953
0,1823
0.2624
0.3365
0.4055

1.49]



Penyelesaian:

* f1(x) =0.0953 +

(0.1823-

0.0953) (x _ 11)

. £,(x) = 0.1823 +

1.2—
(0.2624—

1.1
0.1823) (x—1.2)

* f3(x) = 0.2624 +

1.3-
(0.3365-

1.2
0.2624)

* fo(x) = 0.3365 +

14—
(0.4055-

" (x — 1.3)
0.3365)
— (x —1.4)

1.5—

1.1<x<1.2
1.2<x<1.3
1.3<x<14

14<x<15

1.11
1.22
1.33
1.44
1.49

0.104
0.1983
0.2846
0.3641
0.3986



Interpolasi Spline kuadratik

1. Spline harus melalui titik-titik data

fl-(xl-) = al-x,;z + bl-xl- + Ci = f(xl-) I = 1,2,3, e, N — 1 (pBTS. 1)
fl-(xl-+1) = al-x,;2+1 + bl-xl-+1 + Ci = f(xl-) [ = 1,2,3, e, N — 1 (pBTS. 2)
2. Spline harus kontinyu pada bagian dalam titik-titik data. (turunan
pertama)

Zaixi + bi = 2ai+1xl~=1 + BI+1 I = 1,2,3, v, L — 1 (pETS. 3)

3. Kondisi terakhir yang dapat dibentuk bebas sebagai turunan kedua
spline diantara dua titik pertama menjadi nol.

al-=0



Contoh :diberikan table berisi 5 himpunan

data algoritma natural

e Cari nilai interpolasisaat x=[1.11 1.22 1.33 1.44

i x| F)

o B WDN =

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

0.0953
0,1823
0.2624
0.3365
0.4055

1.49]



Penyelesaian :

* Persamaan 1 menghasilkan
1.21a:+1.1b1+c1=0.0953
1.44a2+1.2b2+c2=0.1823
1.69a3+1.3b3+c3=0.2624
1.961a4+1.4b4a+c4=0.3365

* Persamaan 2 menghasilkan :

1.44a1+1.2b1+c1=0.1823
1.69a2+1.3b2+c2=0.2624
1.96a3+1.4b3+c3=0.3365
2.2a4+1.5b4a+c4=0.4055

* Persamaan 3 menghasilkan
2.4a1+b1=2.4a2+b2
2.6a2+b2=2.6a3+b3
2.8a3+h3=2.8a4+b4

* Persamaan 4 Menghasilkan :
a1=0



* Dengan menggunakan pensubtitusian maka didapatkan:

al=0 b1=0.87 c1=-0.8617
a2=-0.69  b2=2.526 ¢c2=-1.8553
a3=0.09 b3=0.498 ¢3=-0.5371
ad4=-0.6 b4=2.43 c4=-1.8895

* Maka persamaan spline kuadrat yang dihasilkan aalah:

fi(x) =0.87x — 0.8617

£,(x) = —0.669x% + 2.526x — 1.8553
fz(x) = 0.09x% + 0.498x — 05371
fu(x) = —0.6x% + 2.43x — 1.8895

1.1<x<1.2
1.2<x<13
1.3<x<14
14<x<15



Polinom Newton

* Polinom Lagrange kurang disukai dalam praktek karena :

* Jumlah komputasi yang dibutuhkan untuk satu kali interpolasi adalah
besar. Interpolasi untuk nilai x yang lain memerlukan jumlah
komputasi yang sama karena tidak ada bagian komputasi sebelumnya
yang dapat digunakan.

* Bila jumlah titik data meningkat atau menurun, hasil komputasi
sebelumnya tidak dapat digunakan. Karena tidak ada hubungannya
antara p,_,(x) dan p,(x) pada polinom Lagrange

* Polinom yang dibentuk sebelumnya dapat digunakan untuk
membentuk polinom derajat yang lebih tinggi.



Polinom Newton

* Persamaan Polinom Linier

pl(X) = Yot ((yl = yO)

(X_Xo)
1_Xo

* Bentuk pers ini dapat ditulis :

pl(x) = d, +a1(x_xo)

* Yang dalam hal ini (1) a, =Y, =f(X)
* Dan q = (yl B yo) _ f(Xl)_ 1(ZQXO)
1 (Xl _Xo) (X1 _Xo)

* Pers ini mrpk bentuk selish terbagi (divided-difference)

a, = T[x;, %]



Polinom Newton

* Polinom kuadratik P,(X)=a, +a,(Xx—X,)+a,(X—X,)(X—X,)

* Atau P, (X) = pl(x)+a2 (X—XO)(X—Xl)

* Dari pers ini menunjukkan bahwa p,(x) dapat dibentuk dari pers
sebelumnya p,(x). Nilai a, dapat ditemukan dengan mengganti x=x, untuk
mendapatkan (3)

_ f(Xz) —d — al(XZ B Xo)
(Xz o Xo)(xz o Xl)
* Nilai a, dan a; pada pers 1 dan 2 dimasukkan pada pers 3
f(x,)— F(%)  F0x)—f(%)
Xy = X, Xy = %o
Xy =X

2




Polinom Newton

* Dengan melakukan utak-atik aljabar, pers ini
lebih disukai

F(x) = F(x)  F(x)— f (%)
X2 =% X1 = %o _ f[XZ’Xl]_f[Xl’XO]




Polinom Newton

* Jadi tahapan pembentukan polinom Newton :

P, (X) = Po(X) +a,(X=X,)

p,(X) =a, +a,(X—X,)

P2 (X) = Py (X) + 8, (X=X )(X=X,)
P,(X)=a,+a,(x—X,)+a,(x—X,)(Xx—X,)

P (X) = P, (X) + 4, (X - Xo)(x — Xl)(x — Xz)

ps(x) =8, + a1(x_ Xo) +a, (X_ Xo)(x_ Xl) + a3(x o Xo)(x o Xl)(x_ Xz)



Polinom Newton

* Nilai konstanta a,, a,, a,,..., a,,, merupakan nilai selisih terbagi, dg nilai
Ay = 1:(Xo)
q = f :Xl’ Xo]

a, = T[X,, %, %]
* Yang dalam hal ini

a, = F[X,, X s X(3 X0 ]
f(x.)— f(x.

(D ] 00 100)

x.—x.

fIx. X fIx., X
] = o ]

X; — X,

f[an n-11" X11X0]_ f[an L’ ]_f[Xn_l’Xn—z""’Xl’XO)

X, — Xg



Polinom Newton

* Dengan demikian polinom Newton dapat ditulis
dalam hub rekursif sebagai :
* Rekurens

Pn (X) — pn—l(x) + (X_ Xo)(x_ Xl)"'(X_ Xn—l) f [Xn y Koa 1o Xy Xo]
* basis

* Atau dalam berﬂQ)(I%()p:c)l\(rgé(r?\ vang lengkap sbb :

Pn (X) — f(xo) + (X_ Xo)f[xpxo]"‘ (X_ Xo)(x_ Xl)f[XZ’Xl’XO]
+ (X=X )(X =X )eee (X=X ) FIX 0 X g yee s X5 X ]



Contoh Soal :

* Bentuklah polinom Newton derajat satu, dua, tiga dan empat yang
menghampiri f(x)=cos(x) dalam range[0.0, 4] dan jarak antar titik adalah
1.0. Lalu taksirlah f(x) dengan x=2.5 dengan Polinom Newton derajat 3.

X; Y, ST-1 ST-2 ST-3 ST-4
0.0 |1 -0.4597 -0.2484 |0.1466 |-0.0147
1.0 |0.5403 |-0.9564 0.1913 |0.0880

2.0 |-0.4161 |-0.5739 0.4551

3.0 |-0.99 0.3363

4.0 |-0.6536




Contoh Soal :

* Contoh cara menghitung nilai selisih terbagi pada
tabel :

= —0.4597

- 011 0r)_ 0540
1 0
f(x,)—f(x;) —0.4161-0.5403
(X, —%) 2-1
f[x,, % ]— f[X,X,] —0.9564 +0.4597
(X, —%) 2-0

fIX,, X ]= =—0.9564

f[XZ,Xl,XO]:

=—0.2484




Contoh Soal :

* Maka polinom Newton derajat 1,2 dan 3 dengan x,=0
sebagai titik pertama :

cos(x) = p,(x) =1.0—-0.4597(x —0.0)

cos(X) = p,(x) =1.0—-0.4597 (x —0.0) - 0.2484(x — 0.0)(x —1.0)

cos(X) = p,(x) =1.0-0.4597 (x —0.0) - 0.2484(x - 0.0)(x-1.0) +
0.1466(x —0.0)(x —1.0)(x — 2.0)

cos(x) = p,(x) =1.0—-0.4597 (x —0.0) - 0.2484(x — 0.0)(x —1.0) +
0.1466(x — 0.0)(x —1.0)(x — 2.0) — 0.0147(x — 0.0)(x —1.0)(x — 2.0)(x — 3.0)

* Nilai sejati f(2.5) adalah
* F(2.5) = cos(2.5)=-0.8011






