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Non linear programming with constraints

Multi variabel dengan kendala

persamaan Minimumkan = fX)

g(X)=0,denganj=12,...,m

X={x1, X2, ..., Xnjt

Multi variabel dengan kendala

pertidaksamaan Minimumkan = {X) dengan X = {x3, 1, ..., %}

kendala gj(}(] <0,denganj=1,2, ..., m



Multi variabel den%an kendala persamaan
* Metode pengali lagrange (

LX.A)= f(X)+ Y 4,2,
=

Teorema:

Syvarat perlu bagli sebuah fungsi f(X) dengan

kendala gJ{IJ = 0, dengan j = 1, 2, .., m agar
mempunyai minimum relatif pada titik X* adalah
derivasi parsial pertama dari funagsi Lagrange-
nya yang didefinisikan sebagai L = Lix, X, ., X,

Ay Ayy e A terhadap setiap argumennya mempunyai

nilai nol.



Multi variabel dengan kendala persamaan
* Metode pengali lagrange (2)

Teorema:

Syvarat harus bagi sebuah fungsi f(X) agar
mempunyai minimum (atau maximum) relatif pada
titik X* adalah jika fungsi kuadrat, @, vyang

didefinisikan sebagai

0-33 2L e

i=1 —1

dievaluasi pada X = X" harus definit positif
(atau negatif) untuk setiap nilai dX wvang

memenuhi semua kendala.



Multi variabel dengan kendala persamaan
* Metode pengali lagrange (3)
Syarat perlu agar ini%cﬁq:ﬁrj menjadi definit positif (atau
negatit) untuk setiap variasi 1'1:I.{EI:L aX a;:lala_h setiap akar dari polinomial, z;,
vang didapat dari determinan persamaan di bawah ini harus positif (atau

negatit).
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g4 g1 Exn i, 0 o --- 0
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denga_n I = g L(X L) dan g, = dg, (X))
: &b, ; ax;



Contoh:

* Sebuah perusahaan pengalengan ikan ingin membuat kaleng kemasan
dari aluminium. Kaleng berbentuk silinder dengan bahan yang
terpakai seluas Ao=24][. Berapa maksimum kaleng yang dapat dibuat
dari bahan yang tersedia?




Penyelesaian:

Jika r dan h adalah radius dan tinggi dari kaleng tersebut, maka
permasalahan di atas dapat dinyatakan sebagai:

Maximumbkan fir,h) = m'h dengan kendala 2m'+2mh = A, = 247

Fungsi Lagrange-nya adalah L(rj,A) = m'h+A2m +2mh-A), dan syarat
perlu untuk memaksimumkan f adalah:

oL o mh+ A+ 270) = O (E.1)
L -

— =+ 27r=0 E.2
r” (E.2)
&L

=2 4+ 2mh—A,=0 (E.3)

[



Dari Pers.(E.1) dan (E.2) didapat:

rh ¥ E

A== = —— atau » =
2r+h

(E4)

dan Pers.(E.3) dan (E.4) menghasilkan:
}’*=\l£,h*= EJtiﬂ-l;flEl]‘.‘l.ﬁ."=— Aﬂ
61 V 37 51'245!'

3
Nilai di atas memberikan nilai maximum dari f = 1'%
2580

Jika Ap = 2411, penyelesaian optimum menghasilkan v = 2, k™ = 4, 1"= -1,
dan f* = 16m.



Untuk melihat apakah hasil di atas memberikan nilai maximum dari f, kita
check syarat pada Pers.(1.7).

L=2H comvant =4z
1 2
or X a0
L,=2Ll L ot e2d =21
1 21
6roh . -
8'L -
n =50 .
an=22  _ap 420 =161
O Jix s
g, = o2, =2m =4r
oh (X7




Sehingga Pers.(1.7) menjadi

mernjadi

(L —2)
Ly
g1

(47— E)|

Ll: £n
(Ly;=z) g
£ 0

0=z
0-z) 4 _,
4 ()

= atau

lar 0O

(41— z)
2
lax

2 16
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(4 - 2)(-167")=2m(-641" ) +167(81" +16/=) =0

— 647 +167 2+ 12877 +1287° + 2567°2z=10

12

atan 272 o? z + 192 * = 0, sehinggaz = - o

Karena nilai 7 adalah negatit, maka penyelesaian di atas yaitu " =2, k" =4,

1."= -1 adalah penyelesaian maximum dengan nilai f* = 161




Multi variabel dengan kendala pertidaksamaan

Kunci dari penanganan permasalahan di atas adalah [merubah}
[]:s:.e:tlda_la pertidak-samaan menjadi persamaan dengan menambah va_tiabel}

Jadi permasalahan optimasi di atas dapat ditulis kembali sebagai:

Minimumkan [= fiX) dengan X = {1y, X3, ..., X!
kendala G/(XY)=g:(X) +}'J-1 =0,denganj=1,2, ..., m (1.16)

dengan Y =111, ¥2 ..., Ymtadalah vektor variabel slack.



Multi variabel dengan kendala pertidaksamaan

Permasalahan ini dapat diselesaikan metode pengali Lagrange.
Untulk itu, dibentuk fungsi Lagrange sebagai berikut:

LIX.Y.h) = f(X) + f 2.G.(XY) (1.17)

=l

Syarat perlu untuk suatu penyelesaian optimum Pers.(1.17)
diperoleh dari penyelesaian sistem persamaan di bawah imi.

oL af X g .
XY=L 2L(X)=0,i=1,2,..., 1 1.18
m:_..[ Y. 1) o, {X}+§AJ ax, (X) (1.18)

j—?(lf,l] =G (XY, i)=g,(X)+ }-‘J.-i =0,7=1,2,...m (1.19)
A :

:b_L{K}'rj j,_j = 2}_}._}}. =10 ‘.T = 1, E‘. euay L (12{]}



Multi variabel dengan kendala pertidaksamaan

Syarat Kuhn-Tucker untuk Pers.(1.15):
Minimumkan f=fX) dengan X =1{xq, X3, ..., Xt (1.15)
kendala gj{)ﬂ <0, denganj=1,2,...,m

dapat dinyatakan dalam satu set pernyataan sebagai berikut:

o &, E |
—+ Y A —=0, 1=1,2 ...n 1.21

-5'.1‘:_,- .,Zl ' 'ax." { 'ﬂ‘}
Agi =0, 7=1,2,....m (1.21b)
gi=0, 1=1,2,...m (1.21c)

"'1.1. 2 D" _:il = 1.! 2.l' maap m [:121!:1]



Multi variabel dengan kendala pertidaksamaan

Jika permasalahannya adalah memaksimumkan {bukan
meminimumkan seperti pada Pers.(1.15)}, maka 4 =0 dalam
Pers.(1.21d).

Jika kendalanya adalah g; = 0, maka /; = 0 dalam Pers.(1.21d).

Jika permasalahannya adalah memaksimumkan dan jika
kendalanya adalah g; = 0, maka /; = 0 dalam Pers.(1.21d).



Contoh soal

Sebuah perusahaan pembuat komputer mendapat kontrak untuk
menyediakan 50 unit komputer pada akhir bulan pertama, 50 unit
komputer pada akhir bulan kedua, dan 50 unit komputer pada akhir
bulan ketiga. Biaya produksi x buah komputer Hap bulannya adalah xZ.
Perusahaan ini dapat memproduksi komputer lebih dari yang dipesan
dan menyimpannya di gudang untuk diserahkan pada bulan berikutnya.
Biaya gudang adalah sebesar 20 satuan harga untuk tiap komputer yvang
disimpan dari bulan yvang lalu kebulan berikutnya. Diandaikan bahwa
pada permulaan pesanan di gudang tidak terdapat persediaan komputer.
Tentukan jumlah produksi komputer Hap bulannya agar biaya
pembuatannya minimum.




Penyelesaian:
Dimisalkan a, b, dan ¢ adalah produksi komputer selama tiga bulan
berurutan, maka biaya total yang harus diminimumbkan adalah

Biaya total = biaya produksi + biaya gudang
atanu
flabe)=a +b +c* +200a-50)+20(a+ b -100)
=a +b" +¢’ +40a+ 205 -3000
dengan kendala:

gla b c)=a-50=0
gla, bc)=a+b-100=0
gla, b c)=a+b+c-150=20



Syarat Kuhn-Tucker-nya dapat dinyatakan sbb:

Y %85, %, ;% o =123
a, éh; éh; éh;
atau a+40+ A+ A+ 4=0
2b+20+ AL+ 4,=0
2c+4,=0

Agi=0 j=1,2,3

atau Ala-50)=0
Afa+b-100)=0
Afa+b+c-150)=0

g_rzﬂ' _jr=]-.r213

(E.1)
(E.2)
(E.3)

(E4)
(E.5)
(E.6)



atau

atau

a-50=0
a+bh-100=0
a+b+c-150=0
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Dari Pers.(E.4) tampak bahwa A, = 0 atau a = 50.

=123

(E.7)
(E.8)
(E.9)

(E.10)

(E.11)
(E.12)



Kasus (i): Jika A1 =0
Pers.(E.1) dan (E.3) memberikan

c==0,54,
b=-10-054, — 0,54,
c=-20-051, —054;

k3

(E.13)

Substitusi Pers.(E.13) kedalam Pers.(E.5) dan (E.6), didapat

2(-130- 4, —m=ﬂ} E10

A, (~180 -4, —154,)=0



Empat kemungkinan penyelesaian Pers.(E.14) adalah

(1)

(2)

A,=0,-180-4 -154 =0atau 4,=0, 4,=-120

Jadia =40, b=50, c =60

Penyelesaian ini bertentangan dengan Pers.(E.7) dan (E.8).
130- 4, -4 =0, 4 =0, atau 4 = -130, 1, =0
Jadia=45,b=55c=0

Penyelesaian ini bertentangan dengan Pers.(E.7) dan (E.9).



(3) 4=0,4=0
Jadia=-20,b=-10,c=0
Penyelesaian ini bertentangan dengan Pers.(E.7) dan (E.9).
(4) -130-A4,-A4,=0,-180 - 4, - 1,54 = 0 atau 4, = -30, A4 = -100
Tadia =45, b = 55, c = 50

Penyelesaian ini bertentangan dengan Pers.(E.7).



Kasus (ii): Jika a = 50

Pers.(E.1) dan (E.3) memberikan
A, ==2c¢
A, ==20-2b- A, =-20-20+2¢ : (E.15)
Ay =—40-2a— A, - 4, = =20 - 2a+2b = 120 + 2b|

Substitusi Pers.(E.15) kedalam Pers.(E.5) dan (E.6) menghasilkan

(E.16)

(=20=2b42c)a+b-100)=0
—2cla+b+c-130)=0



Dari Pers.(E.16) diperoleh empat kemungkinan penyelesaian
(1) -20-20b+2c=0,a+b+c-150=0
Jadia=>50,b=45c=55
Penyelesaian ini bertentangan dari (E.8).
(2) -20-20b+2c=0,-2c=0
Jadia=50,b=-10,c=0

Penyelesaian ini bertentangan dari (E.8) dan (E.9).



(3) a+b-100=0,-2c=0
Jadia=50,b=50,c=0
Penyelesaian ini bertentangan dari (E.9).

(4) a+b-100=0,a+b+c-150=0
Jadia =50, b=>50,c=>50

Penyelesaian teralkhir inilah yang memenuhi setiap persamaan. Nilai
dari 24, /5, dan )5 sesuai dengan penyelesaian di atas adalah

1 =-20,42=-20, +5=-100
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